Magister en Matematicas PUCV
Examen de Admisién 2021

Instrucciones:

e Este examen consiste de dos partes en un total de 3 paginas.
e Son 3 problemas por parte, y el postulante debe resolver 2 de 3 problemas en cada una.

e El tiempo disponible por parte es de hora y media, para un total de 3 horas.

Parte I: Analisis

1. Muestre que todo abierto U C R™ contiene al menos un punto cuyas coordenadas son racionales.
Concluya que si C es una coleccion de abiertos dos a dos disjuntos, entonces la cardinalidad de C es
numerable.

2. Sea (X, d) un espacio métrico completo, k > 1y f : X — X sobreyectiva. Suponga que para todo
z,y € X, se tiene

d(f(x), f(y)) = rd(z,y).

Muestre que existe un tnico punto o € X tal que f(zg) = zo.

3. Sea F : R?® = R3 el campo vectorial dado por

F(z,y,z) = (e, ze¥, xze® + eY).
/F~ds
.

A) = (t sini/2),1og(1 + (¢ — 1) tan(im/4)), )

Calcule

donde 7 : [0,1] — R3 estd definida por




Parte II: Algebra

1. Sea Py(F) el espacio vectorial que consiste de polinomios de grado menor o igual a 2 con coeficientes
en un cuerpo F. Dado un primo p, sea F, = Z/pZ el cuerpo finito con p elementos.

(i) Considerar al espacio Pa(F) dotado de la base B = {1, x,2%}. Demostrar que la funcién
T :Po(F) = Po(F), T(a+bx+ca®)=b+c+ax+ bz
es una transformacion lineal y encontrar su matriz asociada con respecto a B.

(ii) Sea F el espacio vectorial sobre F), que consiste de funciones f : F, — F,. ;Son las funciones

fO(x):la fl(l‘):xv LRI fp('r):xp€f7
linealmente independientes? (Justifique su respuesta).

(iii) Sea V = F, x Fp, el cual es un espacio vectorial de dimensién 2 sobre F,. ;Cuédntos subespacios
vectoriales W de V con dim W =1 existen? (Justifique su respuesta).

2. Sea G = GL3(R), el grupo general lineal formado por matrices invertibles de 2 x 2 con entradas en
los niimeros reales. Escribimos I, para denotar a la matriz identidad en G, y escribimos R* = R\{0},
para denotar al grupo multiplicativo de R.

(i) Sea B el subgrupo de G que cousiste de matrices triangulares superiores. Demostrar que B tiene
subgrupos abelianos Ty U:

_ tl 0 X o 1 =z
ro{(5 O Yinmer) vf(} 7 )iwen).

B=TU, TnU={lL},

tales que

y se tiene que T normaliza a U. (Es decir, B=T x U).

(ii) Demostrar que el grupo derivado de B es
B =U.
Recordar que el grupo derivado de un grupo H es su subgrupo generado por conmutadores
H = <(a:,y) =ayr ty | my € H>
(iii) Demostrar que se tiene un isomorfismo de grupos:

B/U ~R*x RX.



3. Considerar los polinomios f(z) = 2% — 1, g(z) = 23 — 2.
(i) Determinar la reducibilidad o irreducibilidad de f(z) y de g(z), dentro de Q|x].
(ii) Encontrar los cuerpos de descomposicién de f(x) y de g(z) sobre Q.

Sea w una rafz no trivial de f(z) y sea § = ¥/2.

(iii) En el diagrama siguiente, para cada extensién de cuerpos, determinar si es o no de Galois.

Qw, 9)

(Justifique sus respuestas).



